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 يوستگي تابع معكوسپ ٧. ٢
 

 مي نامند   صعودي اكيد  Iرا بر     f.  تعريف شده باشد     I بر فاصله    fتابع     فرض كنيم      :تعريف
Ixxدر صورتي كه براي هر    ، ∈21 21 اگر ،, xx )()( آنگاه > 21 xfxf  I را بـر     f ،به طريق مشـابه     . >

Ixx در صورتي كه براي هر، مي نامند نزولي اكيد ∈21 21 اگر, xx )()( آنگاه > 21 xfxf تابعي را . <
  . مي نامندتابع يكنواي اكيد صعودي اكيد يا نزولي اكيد باشد Iكه بر 

)(3 اگر ،به عنوان مثال   xxf 21 زيـرا اگـر  ،صعودي اكيد اسـت   R آنگاه  بر،= xx 3 آنگـاه  ، >
2

3
1 xx < . 

)(2 با ضابطه    gتابع   xxg )0,( نزولي اكيد و بر      ∞−),0( بر   = گراف هاي اين   .  صعودي اكيد است     ∞+
 .دو تابع در زير نشان داده شده است 

 
 ٢٢ . ٢شکل 

 

 تـابعي   f زيـرا فـرض كنـيم        ، يك به يك هسـتند       ،د  توجه كنيد كه تابع هاي يكنواي اكي        :تبصره
21صعودي اكيد و  , xx دو نقطه از قلمرو f2121 نشان مي دهيم كه . باشند )()( xxxfxf =⇒=.  

ــر 21اگ xx ــودن     ،≠ ــد ب ــعودي اكي ــه ص ــه ب ــا توج ــاه ب ــم f آنگ )()( داري 2121 xfxfxx >⇒> 
)()(و 2121 xfxfxx )()(كه در هر حال متناقض با      >⇒> 21 xfxf 21در نتيجـه  .  اسـت  = xx  و  =

دو .  نزولـي اكيـد باشـد      fاستدلال مشابهي به كار مي رود وقتـي تـابع           .  تابعي يك به يك است     fلذا  
 .قضيه زير اطلاعات مفيدي در مورد توابع يكنواي پيوسته به دست مي دهند

 

]بسته   بر بازه    f   فرض كنيم تابع       ):الف(١٥قضيه ]ba در ايـن  .  صعودي اكيد و پيوسته باشد   ,
 :صورت 

(i)f   1 داراي تابع معكوس−fكه بر بازه ، است [ ])(),( bfaf تعريف شده است ، 

Y 

X 

2)( xxf = 

 صعودي اکید

٠ 

٠

 صعودي اکید

X 

Y
3)( xxf = 

 نزولی اکید
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(ii) 1−f بر [ ])(),( bfaf صعودي اكيد است ، 
(iii) 1−f بر [ ])(),( bfafته است پيوس. 

 
 

]بازه بسـته     بر   f   فرض كنيم تابع       ):ب(١٥قضيه ]ba  ـ نزو , در ايـن   . ي اكيـد و پيوسـته باشـد       ل
 :صورت

( )i f1داراي تابع معكوس−fاست كه بر بازه[ ])(),( afbfاست تعريف شده ، 
( )ii1−f بر[ ])(),( afbfنزولي اكيد است ،  
( )iii1=fبر [ ])(),( afbfپيوسته است  . 

 

xxxf با ضابطه  f  نشان دهيد كه تابع       :٣٧مثال 2)( 2 )1,(بر بازه  =− +∞=I   صـعودي اكيـد و 
 . را پيدا كنيد و حوزه تعريف آن را مشخص نماييدf−1تابع . پيوسته است

 ممي توانيم بنويسي.  صعودي اكيد استI برfدهيم كه  ابتدا نشان مي :حل

1)1(2)( 22 −−=−= xxxxf 
Ixxحال فرض كنيم  ∈21 21 و , xx   پس،<

)()(1)1(1)1(

)1()1(11

21
2

2
2

1

2
2

2
12121

xfxfxx
xxxxxx

>⇒−−>−−

⇒−>−⇒−>−⇒> 

21بنابراين اگر xx )()( آنگاه ،< 21 xfxf  . صعودي اكيد استI بر f يعني ،<
البته با استفاده از مشتق يك تابع هم مي توان در مورد صعودي يا نزولي بودن آن در بـازه هـاي مـورد                      

 تنها راه بررسي صعودي و نزولي بـودن در ايـن            ،نظر بحث كرد كه چون هنوز ما به مشتق نپرداخته ايم          
xxyمـي نويسـيم      f−1بـراي يـافتن     . فصل همـان اسـتفاده مسـتقيم از تعريـف اسـت            22  و يـا    =−

022 =−− yxx . اين معادله را برايxحل مي كنيم : 

y
y

x +±=
+±

= 11
2

442 
 بنابراين.  تنها علامت مثبت را در نظر مي گيريم، x<1چون 

yyfx ++== − 11)(1 
1x است و ما اين را با شـرط  f) حوزه مقادير ( همان برد f−1) حوزه تعريف (مرو مي دانيم كه قل   > 

011111حال. معين مي نماييم   >+⇒>++⇒> yyx      1 كه تنها بـرايy > . درسـت اسـت    −
)1,( بازه f−1بنابراين قلمرو  +∞−=Jاست  . 
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   حد بينهايت ٨ .٢ 
 

xfy)(طبيعت گراف    ه كـه حـد بينهايـت و حـد در           چمي توان با بررسي آن     را   f براي بعضي توابع     =
Lxf عمل حد    در بررسي هاي ما از    .  عميق تر درك كرد    ،بينهايت ناميده مي شود     

ax
=

→
)(lim    تا اينجا ، 

به يك معني كه بعدا آن را به دقت بيان مي كنـيم  .  متناهي باشند L و aفرض كرده ايم كه هر دوي     
اما قبل از بيان دقيق تعريف به بررسـي يـك           . بينهايت شوند  L و   aمي خواهيم اجازه دهيم كه مقدار       

 :مثال مي پردازيم

)2(2 با ضابطه    fفرض كنيم تابع    
3)(

−
=

x
xf   زيـر مشـاهده     شکلگراف تابع را در   .  تعريف شده باشد 

از xبا فرض آنكه.  نزديك گردد2 به عدد xتي كه  را بررسي مي نماييم وقfما مقادير تابع . مي كنيد
 : در جدول زير ثبت مي كنيم xf)( مقادير شود نزديك 2سمت راست به

 

 
 
 
 
 
 

 
 ٢٣ . ٢شکل 
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يكتر  نزديكتر و نزد2 به عدد 2 با مقادير بزرگتر از xبينيم كه وقتي  شهودي مياز اين جدول به طور 

را به قدر xf)( مي توانيم ،به بيان ديگر . افزايش مي يايد) به طور نامحدود ( بدون كران xf)( ،گردد 
ي نشان دادن اين  برا. اختيار كنيم2 را به قدر كافي نزديك بهx به شرط آنكه ،دلخواه بزرگ سازيم

 ، نزديك مي شود 2به عدد 2 با مقادير بزرگتر از xمي يابد وقتي بدون كران افزايش xf)(مطلب كه 

=∞+   مي نويسيم
−+→

2
2 )2(

3
lim xx

. 

 را كه در جـدول زيـر        xf)( آنگاه مقادير    ، از سمت چپ نزديك شود       2 به عدد    xاگر فرض كنيم كه     
 : بدست مي آوريم،ثبت شده است 

 
 
 

 
 
 
 
 
 نزديكتـر و  2 بـه عـدد   2 با مقادير كوچكتر از x اين جدول نيز به طور شهودي مي بينيم كه وقتي      از

 بنابراين مي نويسيم. افزايش مي يايد) به طور نامحدود ( بدون كران xf)( ،نزديكتر شود 

+∞=
−−→

2
2 )2(

3
lim xx

 

بـدون كـران افـزايش مـي يابـد و مـي       xf)( ، ميل كنـد 2 يا از چپ به    و  يا از راست   x وقتي   ،بنابراين
 نويسيم

+∞=
−→

2
2 )2(

3
lim xx

 

 تعريف زير را داريم
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 ، a بـه اسـتثناي احتمـالا خـود     ، a شامل نقطـه  I در يك بازه باز     fكنيم تابع      فرض     :تعريف
  ، مي يابدران افزايشبدون كxf)( ، ميل مي كندa به xگوييم وقتي . تعريف شده باشد

 و مي نويسيم
)١  (+∞=

→
)(lim xf

ax
 

  وجود داشته باشد به طوري كه δ<0عددي مانند ، M<0در صورتي كه به ازاي هر 
>−>δاگر ax0،آنگاه Mxf >)( 

 ،يعنـي (را به قدر دلخـواه بـزرگ بسـازيم      xf)(بيان مي كند كه مي توانيم        تعريف بالا    ، ساده عبارتبه  
 . اختيار كنيمa را به قدر كافي نزديك به xبه شرط آنكه  ) Mبزرگتراز هرعدد مثبت

 

 وقتـي مـي نويسـيم       ،بنـابراين .  يـك عـدد حقيقـي نيسـت        +∞تصريح كنـيم كـه        بايستي    :توجه
+∞=

→
)(lim xf

ax
Lxf اين همان معناي،

ax
=

→
)(limكه در آن ، را Lمعادله .  ندارد، عددي حقيقي است

. » مثبت بينهايت است     ، ميل مي كند     a به   x وقتي   xf)( حد   «: را مي توان بدين صورت خواند     ) ١(
نزديكتـر   a به xرا وقتي xf)( رفتار مقادير تابع  »+∞« اما علامت    ،در چنين حالتي حد وجود ندارد     

 . نشان مي دهد،و نزديكتر مي شود 
بـراي  .  مي توانيم رفتار تابعي را نمايش دهيم كه مقادير آن بدون كران كاهش مي يابد              ،روشي مشابه به  

)2(2 معادله  با  را كه  gدرك بهتر تابع    
3)(

−
−

=
x

xg  گراف تابع در   .  در نظر مي گيريم    ،تعريف شده است

 .ل زير نشان داده استشك

ــا   ــه ب ــابع ك ــادير ت )2(2مق
3)(

−
−

=
x

xgــد ــده ان ــا   ، داده ش ــده ب ــابع داده ش ــادير ت ــاي مق ــي ه  منف

2)2(
3)(

−
=

x
xf لذا براي تابع    .  هستندg  وقتيx ،   ميـل مـي كنـد   2 بـه ، يـا از چـپ     و  يا از راست ، 

)(xgو مي نويسيم،بدون كران كاهش مي يابد  

−∞=
−
−

→
2

2 )2(
3

lim xx
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 ٢٤ . ٢شکل 

 .در حالت كلي تعريف زير را داريم
 

 ، a به اسـتثناي احتمـالا خـود         ، a شامل نقطه    I در يك فاصله باز      fكنيم تابع     فرض    :تعريف
 .تعريف شده باشد

  و مي نويسيم، مي يايدبدون كران كاهش xf)( ، ميل مي كندa به xگوييم وقتي 
)٢ (−∞=

→
)(lim xf

ax
 

  وجود داشته باشد به طوري كهδ<0 عددي مانند ،M<0در صورتي كه به ازاي هر 
>−>δاگر  ax0،  آنگاه    Mxf −<)(. 

 منفي  ، ميل مي كند   a به   xوقتي   xf)( حد   «: را مي توان بدين صورت خواند     ) ٢(  معادله    :توجه
 فقط رفتار مقادير تـابع را  »−∞« و مجددا توجه مي كنيم كه حد وجود ندارد و علامت      »بينهايت است 

همچنين مـي تـوانيم حـدود يكطرفـه اي را كـه بينهايـت               . ن مي دهد   نشا ،ميل مي كند  a به   xوقتي  
 . بررسي نماييم،هستند

 

),( در بازهf فرض كنيم تابع:تعريف caگوييم وقتي.  تعريف شده باشد xدر اين بازه به  a  ميـل 
=∞+  مي يابد و مي نويسيمكران افزايشبدون  xf)(تابع ،مي كند 

+→
)(lim xf

ax
، 

  وجود داشته باشدبه طوري كهδ<0 عددي مانند ،M<0در صورتي كه به ازاي هر 
0اگر x a δ< − Mxf آنگاه ،> >)( 

X 
٠

Y
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),(تابع در بازه فرض كنيم :تعريف caوقتي  گوييم ، تعريف شده باشدxدر اين بازه به  
a تابع ، ميل مي كند )(xfو مي نويسيم مي يابدبدون كران كاهش  −∞=

+→
)(lim xf

ax
. 

  وجود داشته باشد به طوري كهδ<0 عددي مانند M<0 به ازاي هر در صورتي كه
0اگر  x a δ< − Mxf آنگاه ،> −<)( 

 
=∞+عريف هاي مشابهي را مي توان براي ت

−→
)(lim xf

ax
=∞− و ،

−→
)(lim xf

ax
 . ارايه داد

),( در بازه    fعنوان مثال فرض كنيم تابع      به   ad   گوييم وقتي   .  تعريف شده باشدx       در اين بازه بـه a 
=∞− بدون كران كاهش مي يابد و مي نويسيم          xf)( تابع   ،ميل مي كند  

−→
)(lim xf

ax
 در صورتي كه به  

 وجود داشته باشد به طوري كهδ<0 عددي مانند ،M<0ازاي هر 
−>−>0اگر axδ، آنگاه Mxf −<)( 

 
  تابعي باشد كه با معادلهhاكنون فرض كنيم 

)٣(   
1

2)(
−

=
x

xxh 
 مثال هـاي    ،در زيرگراف تابع را مشاهده مي كنيد وبا مقايسه آن با گراف هاي دوتابع             . تعريف شده است  

 ملاحظه مي كنيم كه. قبلي اختلاف در رفتار اين تابع با دو تابع قبلي به وضوح ديده مي شود

     +∞=
−+→ 1

2
lim

1 x
x

x
=∞−و

−−→ 1
2

lim
1 x

x
x

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٥ . ٢شکل 
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 مقادير تـابع بـدون      ، ميل مي كتد   1 به عدد    1 با مقادير كمتر از      x وقتي   ،)٣( براي تابع با ضابطه    ،يعني
 مقادير تابع بدون كـران  ، ميل مي كند1 به عدد 1 با مقادير بيشتر از  x و وقتي    ،كران كاهش مي يابند   

 .افزايش مي يابند
 

=∞+ با استفاده از تعريف نشان دهيد كه :٣٨مثال
−→

2
1 )1(

1
lim xx

.  

   بايستي نشان دهيم كه :حل

        M
x

xM >
−

⇒<−<∋>∃>∀ 2)1(
11000 δδ 

داريم        
M

x
M

x
M

xM
x

11111)1(
)1(

1 2
2 <−⇔<−⇔<−⇔>

−
 

بنابراين كافي است 
M
10 ≤< δاختيار شود . 

 

  آنگاه، عددي طبيعي باشدn  اگر :١٦قضيه

=∞+) الف
+→

n
x x

1
lim

0
   )             ب





∞−
∞+

=
−→ nفرد

nزوج
xn

x ,
,1

lim
0

 

  وجود دارد     δ<0دي مانند  عد،M<0بايستي نشان دهيم كه براي هر )   الف:اثبات

>>δبه طوري كه   اگر  x0، آنگاه M
xn >
1. 

>>δ اگر،M<0 و x<0 چون ، به عبارت معادل،يا x0،آنگاه  
M

xn 1
<. 

>>δ اگـر  ،n<0 چـون    ، به عبارت معـادل    ،اي x0،  آنگـاه n

M
x

1

 هرگـاه   ،حكـم بـالابرقرار اسـت     .>)1(

n

M

1

)1(=δ  نتيجه مي گيريم كه با انتخاب       .  اختيار شود
n

n

MM
1)1(

1

==δ،   از δ<< x0   به دست 

M آوريم كه مي
xn >
1. 

 وجـود  δ<0 عددي مانند ،M<0مي خواهيم نشان دهيم كه براي هر .  زوج باشد  nفرض كنيم   )ب  

−>>0دارد به طوري كه اگر     xδ،  آنگـاه M
xn >
 ،M<0 و nx<0 چـون    ،عبـارت معـادل    بـه    ،يـا 1

−>>0اگـــر xδ، آنگـــاه 
M

xn 1
−>>0 اگـــر،n<0 چـــون، بـــه عبـــارت معـــادل،يـــا.> xδ، 
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 ٦٢

nآنگــاه 
M

x 1
اســت  اكنــون كــافي  .>

n
n

MM
110 ==< δ  مــي بينــيم كــه    .  اختيــار كنــيم

01اگر <<− xMn، آنگاه M
xn >
1 . 

 عـددي ماننـد   ،M<0مي خواهيم نشان دهيم كـه بـراي هـر     .  فرد باشد  nبعد فرض كنيم    در مرحله   

0>δ0 طوري كه اگر  وجود دارد به<<− xδ، آنگاه M
xn −<
1. 

−>0  وx>0 فرد و nبا توجه به اينكه اما  M،داريم  

        
M

x
M

xM
x

M
x

nn
nn

1111 −
>⇔<−⇔>

−
⇔−< 

nnو به عبارت معادل   
MM

x 11
−=

−
nي است پس كاف . <

M
1=δ  مـي بينـيم كـه اگـر        .  اختيار شود

0<<− xδ،آنگاه M
xn −<
 . و اثبات قضيه تمام است1

  با استفاده از تعريف هاي گفته شده به سادگي ديده مي شـود كـه شـرط لازم و كـافي                :١تبصره  
=∞+براي آنكـه  

→
)(lim xf

ax
=∞+سـت كـه    آن ا  ،

+→
)(lim xf

ax
=∞+ و   

−→
)(lim xf

ax
 و نيـز شـرط لازم و        

=∞−كافي براي آنكه
→

)(lim xf
ax

  آن است كه
        −∞=

+→
)(lim xf

ax
=∞− و 

−→
)(lim xf

ax
 

=∞+:آنگاه ، عددي زوج باشدnشود كه اگر  نتيجه مي ١٦  از قضيه:٢تبصره
→

n
x x

1
lim

0
. 

 . كه در حل بسياري از مسايل مورد استفاده قرار مي گيرداكنون به بيان و اثبات قضيه اي مي پردازيم

 
lim)(0 عددي حقيقي باشـد و       aكنيم    فرض    :١٧قضيه =

→
xf

ax
cxg و   

ax
=

→
)(lim،      كـه در آن c 

 :در اين صورت. عددي مخالف با صفر است

=∞+ آنگاه،با مقادير مثبت به سمت صفر ميل كندxf)( و اگر c<0اگر ) الف
→ )(

)(
lim xf

xg
ax

. 

=∞− آنگاه ،ر ميل كندبا مقادير منفي به صفxf)( و اگر c<0اگر)  ب
→ )(

)(
lim xf

xg
ax

. 

0cاگر )  ج =∞− آنگاه ،با مقادير مثبت به صفر ميل كندxf)( و اگر >
→ )(

)(
lim xf

xg
ax

. 

0cگر ا)  د =∞+آنگاه  ،با مقادير منفي به صفر ميل كندxf)(و اگر >
→ )(

)(
lim xf

xg
ax

. 

axبه جاي قضيه برقرار است هرگاه →+ شرط هاي→ ax يا−→ axرا قرار دهيم . 
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 ٦٣

را ثابت مي نماييم و اثبات بقيـه را بـه عنـوان تمـرين بـه خواننـده         ) الف  (     ما تنها قسمت        :اثبات

=∞+اثباتبراي  .نيمواگذار مي ك  
→ )(

)(
lim xf

xg
ax

 عـددي ماننـد   ، N<0  بايستي نشان دهيم كه براي هر    

0>δوجود دارد به طوري كه  

>−>δ  اگر      )١( ax0، آنگاه N
xf
xg

>
)(
)( 

lim)(0چون >=
→

cxg
ax

c با گرفتن  ،
2
1

=ε   01 نتيجه مي شود كـه عـددي ماننـد           ، در تعريف حد >δ 

10اگر وجود دارد به طوري كه δ<−< ax،آنگاه  ccxg
2
1)( <− 

ــاوي    ــواص نامسـ ــتفاده از خـ ــا اسـ ــه    و بـ ــود كـ ــي شـ ــه مـ ــا نتيجـ ــر  هـ 10 اگـ δ<−< ax، 

ccxgcآنگاه
2
1)(

2
1

<−<
10 اگـر  ،عبـارت معـادل    بـه    ،يا. − δ<−< ax،  1 آنگـاه 3( )

2 2
c g x c< < .

01بنابراين عددي مانند >δوجود دارد به طوري كه  

10اگر      )٢( δ<−< ax، آنگاه cxg
2
1)( >. 

lim)(0اكنون   =
→

xf
ax

02 عـددي ماننـد      ε<0بنـابراين بـراي هـر        . >δ          وجـود دارد بـه طـوري كـه 
20اگر δ<−< ax، آنگاه ε<)(xf. 

. بـرداريم xf)( مي تـوانيم علامـت قـدر مطلـق را از           ،با مقادير مثبت به صفر ميل مي كند       xf)(چون  
02 عددي مانند،ε<0 براي هر،بنابراين >δوجود دارد به طوري كه  

20  اگر      )٣( δ<−< ax،آنگاه ε<)(xf. 
01اعـدادي ماننـد   ε<0نتيجه مي گيريم كه براي هـر        ) ٣(و  ) ٢(از عبارت هاي     >δ02 و >δ  وجـود 

10اگر دارند به طوري كه δ<−< ax20 و δ<−< ax،آنگاه 
1

( ) 2
( )

cg x
f x ε

>. 

ــابراين ــر،بن  اگ
N
c

2
=εو { }21 ,min δδδ ــار شــود= ــاه، اختي >−>δ آنگ ax0  نتيجــه مــي دهــد 

كه
Nc

c

xf
xg

2
2
1

)(
)(

 .ثابت شده است) الف(بدين ترتيب قسمت . است) ١(كه همان حكم . <

 

 :زير را پيدا كنيدحدود    :٣٩مثال

)  الف
32
2

2

2

3
lim −−

++
+→ xx

xx
x

) ب  
32
2

2

2

3
lim −−

++
−→ xx

xx
x
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 ٦٤

   )الف :حل
)1)(3(

22
32
2 2

3
2

2

3
limlim +−

++
=

−−
++

++ →→ xx
xx

xx
xx

xx
 

)2(14ه مي شود كهبه سادگي ديد 2

3
lim =++

+→
xx

x
 همچنين. 

04.0)1().3()1)(3( limlimlim
333

==+−=+−
+++ →→→

xxxx
xxx

 

بـا بـه كـار بـردن         صـورت    در ايـن  . حد مخرج صفر است و مخرج با مقادير مثبت به صفر ميل مي كند             

=∞+ به دست مي آوريم كه) الف(١٧قضيه
−−

++
+→ 32

2
2

2

3
lim xx

xx
x

. 

     ) ب
)1)(3(

22
32
2 2

3
2

2

3
limlim +−

++
=

−−
++

−− →→ xx
xx

xx
xx

xx
 

lim)3)(1(04.0       داريم. است14رت كسر برابر با حد صو) الف(مانند 
3

==+−
−→

xx
x

 

پس با بـه كـار   .  ولي مخرج با مقادير منفي به صفر ميل مي كند،در اين حالت حد مخرج صفر مي شود      

=∞−   داريم) ب(١٧بردن قضيه 
−−
++

−→ 32
22

2

2

3
lim xx

xx
x

. 

 

 :را پيدا كنيد   حدود زير :٤٠مثال

) الف
2

42

2
lim −

−
+→ x

x
x

)      ب 
2

4 2

2
lim −

−
−→ x

x
x

]) ج   ]
4
4

lim
4 −

−
−→ x

x
x

 

→+ چون)الف :حل 2x، 02 >−x2)2(2 و بنابراين −=− xx .لذا 

         
2
2

22
22

)2(

)2)(2(
2

4
limlimlimlim

2222

2

2 −
+

=
−−
+−

=
−

+−
=

−
−

++++ →→→→ x
x

xx
xx

x
xx

x
x

xxxx
 

بنابراين . حد مخرج صفر است و مخرج با مقادير مثبت به صفر ميل مي كند.  است2برابر با  حد صورت   

=∞+   داريم) الف(١٧با استفاده از قضيه 
−

−
+→ 2

42

2
lim x

x
x

. 

→−چون) ب 2x،02 <−x2)2()2(2و بنابراين xxx    الذ. −=−−=−−

  
x

x
xx

xx
x

x
xxx −−

+
=

−−−
+−

=
−
−

−−− →→→ 2
2

22
22

2
4

limlimlim
22

2

2
 

 
پس بـا   . ير منفي به صفر ميل مي كند      دحد مخرج صفر است و مخرج با مقا       .  است 2برابر با    صورت   حد

=∞− داريم ) ب(١٧استفاده از قضيه 
−
−

−→ 2
4 2

2
lim x

x
x

. 

]) ج ] 3lim
4

=
−→

x
x

]بنابراين .  ] 1)4(lim
4

−=−
−→

x
x

. 
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 ٦٥

lim)4(0 ،به علاوه 
4

=−
−→

x
x
 )د(١٧پـس بنـابر قضـيه       . با مقادير منفي به صفر ميـل مـي كنـد          x−4 و   ،

]بدست مي آوريم كه  ]
+∞=

−
−

−→ 4
4

lim
4 x

x
x

. 

 

 :حد ثابت كنيد كه  با استفاده از تعريف :٤١مثال

=∞−)  الف
−
−

−→ 1
12

lim
1 x

x
x

)   ب  
[ ]

−∞=
−

−
+→

2
2 4

)1(
lim x

x

x
 

 كه      بايستي نشان دهيم ) الف :حل

M
x
xxM −<
−
−

⇒<−<−∋>∃>∀
1
120100 δδ 

 اما داريم

       2
1

1
1

12
1

122
1
12

−−<
−

⇔−<
−

+⇔−<
−

+−
⇔−<

−
− M

x
M

x
M

x
xM

x
x 

   
2

11
2

1
1
12

1
1)2(

1
1

+
−

>−⇔
+

<
−
−

⇔+>
−

−
⇔+−<

−
⇔

M
x

M
xM

x
M

x
 

01توجه كنيد كه ما در اينجا فرض مي كنيم  <−x. اكنون كافي است
2

10
+

≤<
M

δاختيار كنيم. 
  بايستي نشان دهيم كه             )ب

[ ]
M

x
xM

x

−<
−

−
⇒<−<∋>∃>∀ 24

)1(2000 δδ 
→+چون 2x32از ابتدا مي توان فرض كرد كه << x و بنابراين[ ] 2=x .داريم 

[ ]

M
xx

M

xx
M

xx
M

xx

x

>
+−

⇔−

<
+−−

⇔−<
+−

⇔−<
−

=
−

−

)2)(2(
1

)2)(2(
1

)2)(2(
1

4
1

4
)1(

22

 

32حال از  << x 120به دست مي آوريم <−< x و نيز 

4
1

2
1

5
1524 <

+
<⇔<+<

x
x 

بديهي است كه
)2(5

1
)2)(2(

1
−

>
+− xxx

M پس اگر قرار دهيم،
x

>
− )2(5
  آنگاه مسلم ،1

Mاست كه
xx

>
+− )2)(2(

 اما   . 1

M
xM

x
M

x 5
125

2
1

)2(5
1

<−⇔>
−

⇔>
−
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 ٦٦

اكنون كافي است






=

M5
1,1minδاختيار شود. 

 

 جامعيـت بيشـتري نسـبت بـه تعريـف        نوع ديگري از حد بينهايت وجود دارد كه از  :تبصره مهم 
ما اكنون به بيان آن و ذكـر چنـد مثـال مـي              . هايي كه تاكنون در اين قسمت گفته شد برخوردار است         

 .پردازيم
 

 گفتـه مـي   ،تعريف شـده باشـد  0x در يك همسايگي محذوف نقطهxf)(  فرض كنيم تابع  :تعريف
 در صـورتي كـه بـه ازاي هـر           ،به بينهايت ميل مي كند     xf)( ميل مي كنـد      0x به xشود كه وقتي    

0>M  0 عــددي ماننــدδ >−>δ وجــود داشــته باشــد بــه طــوري كــه     اگــر      < 00 xx، 
Mxfآنگاه >)(. 

0xxوقتيxf)(→∞اين مطلب با نوشتن =∞يا →
→

)(lim
0

xf
xx

 . بيان مي گردد

كـرده   به عنوان نقاط انتهايي بازه هاي نامتناهي آشنايي پيـدا            −∞ و +∞  ما قبلا با نمادهاي     :تذكر
 . اشتباه نكنيد∞اين نمادها را با. ايم
 

 دهيد كه  نشان :٤٢ مثال

1,)0()الف
lim

0
≠∞=

→
x

xx
,)1() ب  

1
1

2
1

lim ±≠∞=
−→

x
xx

 

 

 بايستي نشان دهيم كه.  گراف تابع در شكل زير ديده مي شود)الف :حل

)10(00 M
x

xM >⇒<<>∃>∀ δδ 

اما
M

xM
x

M
x

111
حال كافي است. <⇔<⇔>

M
10 ≤< δاختيار گردد . 
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 ٦٧

 
 

 ٢٦ . ٢شکل 
 . در شكل زير ديده مي شودگراف تابع) ب
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٧ . ٢شکل 
 

 بايستي نشان دهيم كه                     

M
x

xM >
−

⇒<−<∋>∃>∀
1

11000 2δδ 

Mداريم
xx

M
xx

M
x

>
+−

⇔>
+−

⇔>
− 11

1
)1)(1(

1
1

1
2

. 

  آنگاه،δ≥ ١از ابتدا فرض كنيم كهاگر 

٠

Y

X 
x

y 1
= 
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 ٦٨

      1
1

1
3
131111111 <

+
<⇔<+<⇔<−<−⇔<−

x
xxx 

پس با اين فرض
13

1
11

1
−

>
+− xxx

 

Mاكنون اگر
x

>
−13

M آنگاه بديهي است كه ،1
xx

>
+− 11

1. 

اما
M

x
M 3

111
<−⇔<13

13
1

−⇔>
−

xM
x

است كافي حال.






=

M3
1,1minδاختيارشود . 

 

 قضيه هاي حد بينهايت
 

 .در اين قسمت به بيان و اثبات قضايايي مي پردازيم كه در محاسبه حدود مفيد هستند
 
 

 :١٨قضيه
=∞+اگر) الف

→
)(lim xf

ax
Lxg و

ax
=

→
)(lim ) يا+∞=

→
)(lim xg

ax
  آنگاه،)

+∞=+
→

))()((lim xgxf
ax

. 
=∞−اگر) ب

→
)(lim xf

ax
Lxg و

ax
=

→
)(lim ) يا−∞=

→
)(lim xg

ax
  آنگاه،)

−∞=+
→

))()((lim xgxf
ax

. 

 :اثبات
+=∞+براي اثبات ) الف

→
))()((lim xgxf

ax
  بايستي نشان دهيم كه

MxgxfaxM >+⇒<−<∋>∃>∀ ))()((000 δδ 
ــون Lxgچ

ax
=

→
)(lim، ــراي ــس ب 11 پ =ε ــد ــددي مانن 01 ع >δ   ــر ــه اگ ــوري ك ــه ط ــود دارد ب  وج

10 δ<−< ax،1 آنگاه)( <− Lxg .اما 
     1)(11)(11)( +<<−⇔<−<−⇔<− LxgLLxgLxg 

10بنابراين از δ<−< ax 1 نتيجه مي شود كه)( −> Lxg. 
=∞+چون

→
)(lim xf

ax
1)1( پس براي عدد مثبت  ، −−≥ LMM 02 عددي ماننـد >δ   وجـود دارد بـه 

20طوري كه اگر δ<−< ax، 1 آنگاه)( Mxf >. 
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 ٦٩

ــه    ــيم كــ ــرض كنــ ــون فــ }اكنــ }21 ,min δδδ >−>δ و= ax0،   ــال ــين حــ ــس در عــ  پــ
)1()( 1 −−≥> LMMxf 1 و)( −> Lxg .بنابراين 

          MLLMxgxf =−+−−>+ )1()1()()( 
0δ عــددي ماننــد ، M<0 بــراي هــر ،خلاصــه >−>δ وجــود دارد بــه طــوري كــه اگــر< ax0 
Mxgxfآنگاه >+ )()(. 

)در حــالتي كــه )lim
x a

g x
→

= )و ∞+ )lim
x a

f x
→

= ــر اســت    ∞+ ــه صــورت زي ــات ب چــون .  اثب
+∞=

→
)(lim xf

ax
MM پس براي عدد مثبت    ، 01 عددي مانند  1> >δ  به طـوري كـه اگـر    .  وجود دارد

10 δ<−< ax، 1 آنگاه)( Mxf >. 
=∞+چون

→
)(lim xg

ax
012 پس براي عدد مثبت    ، >−= MMM  02 عددي مانند >δ     وجود دارد بـه 

20طوري كه اگر  δ<−< ax، 2 آنگاه)( Mxg >. 
ــرار مــي دهــيم  }حــال ق }21 ,min δδδ >−>δ و فــرض مــي كنــيم= ax0، پــس در عــين حــال 

12 )(,)( MxfMxg MMMxgxf و لذا << =+>+ 21)()(. 
MxgxfaxM خلاصه  >+⇒<−<∋>∃>∀ )()(000 δδ. يعني 

+∞=+
→

))()((lim xgxf
ax

. 
 .است و آن را به عنوان تمرين انجام دهيد) الف(اثبات مشابه حالت ) ب 

 

=∞+   اگر:١٩قضيه
→

)(lim xf
ax

Lxg و 
ax

=
→

)(lim 0 و≠L، آنگاه 
=∞+ داريم ،L<0براي ) الف

→
)()(lim xgxf

ax
. 

=∞− داريم ،L>0براي  ) ب
→

)()(lim xgxf
ax

. 

 :اثبات
=∞+براي اثبات)  الف

→
)()(lim xgxf

ax
  بايستي نشان دهيم كه

MxgxfaxM >⇒<−<∋>∃>∀ )()(000 δδ 

lim)(0چــون >=
→

Lxg
ax

ــراي 0 پــس ب
2

>=
Lε01 عــددي ماننــد >δ وجــود دارد بــه طــوري كــه 

10اگر δ<−< ax، آنگاه 
2

)( LLxg <−. 

 اما
2

3)(
22

)(
22

)( LxgLLLxgLLLxg <<⇔<−<
−

⇔<− 
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 ٧٠

=∞+چون
→

)(lim xf
ax

0 پس براي  ،
)2(1 >=

L
MM   02 عددي ماننـد >δ         وجـود دارد بـه طـوري كـه  

20اگر δ<−< ax،1 آنگاه)( Mxf >. 
}اكنون فرض كنيم }21 ,min δδδ >−>δ و = ax0،پس در عين حال   

( ) , ( )
2 ( 2)
L Mg x f x

L
> >. 

)بنابراين ). ( ) .
2( )

2

M Lf x g x ML> 0δ عددي مانند M<0هر پس براي . = وجود دارد به طوري  <

>−>δكه اگر ax0، آنگاه Mxgxf >)()(. 
=∞−براي اثبات)  ب

→
)().(lim xgxf

ax
 ستي نشان دهيم كه باي

   MxgxfaxM −<⇒<−<∋>∃>∀ )().(000 δδ 

lim)(0چون <=
→

Lxg
ax

0 پس بـراي   ،
21 >

−
=

Lε    01 عـددي ماننـد >δ        وجـود دارد بـه طـوري كـه 

10اگر δ<−< ax،انگاه  
2

)( LLxg −
 اما.   −>

3 3( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2
L L L L L L Lg x L g x L g x g x− − − −

− < ⇔ < − < ⇔ < < ⇔ < − < 

=∞+چون
→

)(lim xf
ax

 پس بـراي   ،
)2(1 L

MM
−

02ي ماننـد   عـدد  = >δ          وجـود دارد بـه طـوري كـه 

20اگر δ<−< ax، 1 آنگاه)( Mxf >. 
}حال فرض كنيم }21 ,min δδδ >−>δ و = ax0پس در عين حال  

2
)(,)( 1

LxgMxf −
>−> 

(در نتيجه
2

()()( 1
LMxgxf −

).2( و يا −<
)2(

)()( L
L
Mxgxf −

−
  يعني−<

Mxgxf >− Mxgxf كه از آن نتيجه مي شود )()( −<)()(. 
ــراي هــر  0δ  عــددي ماننــد M<0 پــس ب ــه طــوري كــه اگــر < >−>δ وجــود دارد ب ax0، 

Mxgxfآنگاه  .ست و اثبات تمام ا)()(>−
 

=∞−   اگر:٢٠قضيه
→

)(lim xf
ax

Lxg و 
ax

=
→

)(lim 0 و≠L، آنگاه 
=∞− داريم،L<0براي)  الف

→
)()(lim xgxf

ax
. 

=∞+ داريم ،L>0براي)  ب
→

)()(lim xgxf
ax

. 
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 ٧١

 . است١٩  مشابه قضيه:اثبات
 

ax برقرار هستند هرگاه به جاي١٨،١٩،٢٠قضيه هاي  :نكته →+ قرار دهيم→ axيا −→ ax. 
 

=∞+ چون(i)  :٤٣مثال
−+→ 2
1

lim
2 xx

 و 
4
1

4
1

lim
2

=
++→ xx

 داريم  ) الف (١٨ پس بنابر قضيه،

+∞=
+

+
−+→

)
2

1
2

1(lim
2 xxx

 

(ii)چون +∞=
−→

2
3 )3(

5
lim xx

7 و 
4
4

lim
3

−=
−
+

→ x
x

x
  داريم)ب (١٩قضيه پس بنابر ،

             −∞=
−
+

−→
)

4
4.

)3(
5( 2

3
lim x

x
xx

 

(iii)  نشان داديم كه  ) ب (٤٠در مثال−∞=
−
−

−→ 2
4 2

2
lim x

x
x

بـه عـلاوه   . 
4
1

2
3

lim
2

−=
+
−

−→ x
x

x
پـس بنـابر     ،

داريم) ب(٢٠قضيه
2

2

4 3. ( . )
2 2lim

x

x x
x x−→

− −
= +∞

− +
 

 

 رفتار تابع در بينهايت ٩ . ٢
 

با معادله fتابع  
1

2)( 2

2

+
=

x
xxf    فـرض  . گراف تابع در شكل زير رسم شـده اسـت  .  را در نظر مي گيريم

. بدون كـران افـزايش يابـد   xيعني  ، و الي آخر را اختيار كند،0,1,2,3,4,5,10,100,1000 مقاديرxكنيم  
   .مقادير متناظر تابع در جدول زير داده شده است

 
 
 
 
 
 
 

 ٢٨ . ٢شکل 
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 2بـه عـدد   xf)( مقـادير تـابع   ، با مقادير مثبت افزايش مـي يابـد      xاز جدول بالا مي بينيم كه وقتي        

             ، x=4 وقتي ،بويژه. نزديكتر و نزديكتر مي شوند
17
2

17
322

1
22 2

2

=−=
+

−
x

x 

 برابر با xf)( و 2 اختلاف بين x=4  وقتي،بنابراين
17
 ، x=100وقتي .  است2

10001
2

10001
200002

1
22 2

2

=−=
+

−
x

x 

 برابر با xf)( و 2 اختلاف بين x=100وقتي  ،بنابرابن
10001

 . است2
 نزديـك  2 قدر دلخواه بـه  را بهxf)(م  به صورت شهودي ديده مي شود كه مي تواني         ،با ادامه اين روند   

بـه  x مي توانيم با گـرفتن       ،به عبارت ديگر  .  را به قدر كافي بزرگ اختيار نماييم       x به شرط آنكه     ،كنيم
 ، يا اگر قدمي فراتر نهـيم      ،را به قدر داخواه كوچك اختيار كنيم      xf)(و  xقدر كافي بزرگ اختلاف بين      

0εبراي هر    Mx به طوري كـه اگـر   ،پيدا كنيمM<0 مي توانيم عددي مانند، هر قدر كوچك   ،< >، 
−>εآنگاه  2)(xf. 

 . x→∞+ مي نويسيم، با مقادير مثبت بدون كران افزايش مي يابدxوقتي متغير مستقل 

2مثال توصيفي بالا را بدين صورت بيان مي كنيم كـه       
1

2
2

2

lim =
++∞→ x

x
x

 تعريـف زيـر را   ،در حالـت كلـي  . 
 .داريم

 

),( در بازهf  فرض كنيم تابع :تعريف +∞a حدگوييم. شده باشد تعريف  )(xf ،  وقتيx بدون 
Lxf و مي نويسيم،است L  عدد،دبكران افزايش يا  

x
=

+∞→
)(lim    0در صورتي كـه بـه ازاي هـرε >، 

 وجود داشته باشد به طوري كهM<0عددي مانند
Mxاگر  −>ε آنگاه،< Lxf )(. 

 

1000x اين همان معنايي را ندارد كه مثلا از  ،x→∞+وقتي مي نويسيم  :نكته  انتظار مي رود →
lim)( حد ، با در نظر گرفتن اين نكته،به هر حال.  است x نشانگر رفتار متغير »x→∞+«نماد  xf

x +∞→
 

x 

1
2)( 2

2

+
=

x
xxf 

٠

٠

١

١

٢

5

8 

٣

10

18 

٤

17

32 

٥

26

50 

١٠

101

200 

١٠٠ 

10001

20000 

١٠٠٠ 

1000001

2000000 
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 ٧٣

 است  L  بينهايت ميل مي كند برابر با       مثبت  به سمت  xوقتي  xf)( حد   «: را بدين صورت مي خوانيم    

اكنون همان تابع. »
1

2)( 2

2

+
=

x
xxf را در نظر مي گيريم و فرض مي كنيم كه xمقادير  

0,1,2,3,4,5,10,100,1000  روي مقـادير منفـي بـدون    x يعنـي  ،و الي آخر را اختيار كنـد  −−−−−−−−
 . را مي دهدxf)( زير مقادير متناظر تابع دولج. كران كاهش يابد

 
ملاحظه مي كنيم كه مقادير تابع براي اعداد منفي دقيقا مساوي مقادير تابع براي اعداد مثبـت متنـاظر      

  2 بـه سـمت   xf)( ، كران كـاهش يابـد   بدونx به طور شهودي مي بينيم كه وقتي    ،بنابراين. هستند
0εميل مي كند و به صورت رسمي مي گوييم كه براي هر          مـي تـوانيم عـددي    ، هر قـدر كوچـك  ، <

Mxاگـر  پيدا كنيم به طـوري كـه  M<0مانند   −>ε:  آنگـاه ،>− 2)(xf .      بـا بـه كـار بـردن نمـاد
»−∞→x«مي نويسيم  

2
1

2
2

2

lim =
+−∞→ x

x
x

 
 در حالت كلي تعريف زير را داريم

 

),( در بازه  f  فرض كنيم تابع      :تعريف a−∞  حد گـوييم  . تعريف شده باشد)(xf، وقتي x بدون
Lxf و مي نويسيم ، استL عدد،كران كاهش مي يابد

x
=

−∞→
)(lim  

0εدر صورتي كه به ازاي هر 0M عددي مانند ،<   وجود داشته باشد به طوري كه<
Mxاگر −>ε آنگاه،>− Lxf )(. 
 

  با استفاده از تعريف نشان دهيد كه(i)   :٤٤مثال

  0
1

1)( 2lim =
−±∞→ x

b
x

    ،      11)( lim =
+

±∞→ x
xa

x
 

(ii)يد كه هيچ كدام از حدود نشان دهx
x

sinlim
+∞→

x و 
x

sinlim
−∞→

 . موجود نيستند

)براي اثبات  (i) :حل )a11،يعني
lim =

+
+∞→ x

x
x

  بايستي نشان دهيم كه

)11(00 εε <−
+

⇒>>∃>∀
x

xMxM 

 اما داريم 

12

22
)(

+
=

x

x
xf 

٠

٠

-١ 

١

-٢ 

5

8 

-٣ 

10

18 
17

32 

-٥- ٤ 

26

50 

-١٠ 

101

200 

-١٠٠ 

10001

20000 

-١٠٠٠ 

1000001

2000000 

x 
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 ٧٤

    
ε

εεε 111)11(11
>⇔<⇔<−+⇔<−

+ x
xxx

x 

بنابراين داريم  . x<0 از ابتدا مي توان فرض كرد كه ، پس،x→∞+چون
εε
11

>⇔> xx  و

اكنون كافي است كه
ε
1

=M11به طريق مشابه نشان مي دهيم كه .  اختيار شود
lim =

+
−∞→ x

x
x
  يعني،

 مانند بالا 

            
ε

εε 1111
>⇔<⇔<−

+ x
xx

x 

  پس، x>0 از ابتدا مي توان فرض كردكه،x→∞−اما چون

   
εεε
111

−<⇔>−⇔> xxx 

و مجددا 
ε
1

=Mرا اختيار مي كنيم . 

)براي اثبات  )b0، يعني
1

1
2lim =

−+∞→ xx
 هيم كه بايستي نشان د

εε <
−

⇒>∋>∃>∀
1

100 2x
MxM 

012 و لذا ،x<1كه  از ابتدا مي توان فرض كرد ،x→∞+چون >−x .پس 

111111
1

1
1

1 22
22 +>⇔+>⇔>−⇔<

−
⇔<

− εεε
εε xxx

xx
 

11 كافي استبنابراين
+=

ε
M0به طريق مشابه مي توان ثابت كرد كه. اختيار شود

1
1

2lim =
−−∞→ xx

  

(ii)     فرض كنيم كه  . اثبات به برهان خلف استcx
x

=
+∞→

sinlim .   بـا انتخـاب
2
1

=ε     مـي تـوانيم عـددي 

Mx پيدا كنيم به طوري كه اگر      M<0مانند  آنگاه ،<
2
1sin <− cx .       اكنون عدد صحيح و مثبـتn 

(π  را چنان بزرگ انتخاب مي كنيم كه هر دو نقطه        
2
12(2 −= nx   و π)

2
12(1 += nx 

),(در بازه +∞M1 واقع گردند و بديهي است كهsin 1 =x 1 وsin 2 −=xبنابراين داريم  

2
11sin 2 <+=− ccx و

2
11sin 1 <−=− ccx 

 مي توانيم بنويسيمحال 

  1
2
1

2
111)1()1(2 =+<++−≤++−= cccc 

xو به روشي مشابه مي توانيم نشان دهيم كه. كه تناقضي آشكار است
x

sinlim
−∞→

 . نيز موجود نيست
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 ٧٥

Lxfنماد) ١  :نكته
x

=
±∞→

)(limبه معني Lxf
x

=
+∞→

)(lim و Lxf
x

=
−∞→

)(limاست . 
ax هرگاه به جاي   هستندبرقرار  كليه قضاياي حدي كه تاكنون بيان كرده ايم          )٢  قـرار دهـيم     →

+∞→x يا −∞→x .به علاوه قضيه زير را هم داريم. 
 

  آنگاه،طبيعي باشد  عددي n  اگر:٢١قضيه

01)  الف
lim =

+∞→
n

x x
01)  ب  

lim =
−∞→

n
x x

. 

εε  بايستي نشان دهيم كه)الف  :اثبات <−⇒>∋>∃>∀ 0100 nx
MxM 

 اما

nn
nn xx

xx εε
εε 11101

>⇔>⇔<⇔<− 

. x<0 از ابتدا مـي تـوان فـرض كـرد كـه            ، پس ،x→∞+چون).  عددي صحيح و مثبت است     nزيرا  (

nn    بنابراين xx
εε
11

>⇔> 

nMپس كافي است 
ε
1

 . اختيار شود=

 .است و آن را به عنوان تمرين ثابت كنيد) الف (مشابه) ب
 

 :  حدود زير را محاسبه كنيد:٤٥مثال

52
43)(

2lim
−

+
±∞→ x

xiii
x

  ,
14

52)(
3

2

lim
−

+−

−∞→ x
xxii

x
  ,

52
34)( lim +

−
+∞→ x

xi
x

 

 

 .م استفاده كنيمحد مي توانياز كليه قضاياي  :حل

(i)               
lim (4 3 ) 4 lim (3 )4 3 4 3 4 3 0 22 5 0lim (2 5 ) 2 lim (5 )2 5 2 5lim lim

x
x

x x x x

x xx x
x xx x

→+∞
→+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− −− − − ×= = = = =+ ×+ −+ +
 

(ii)                
2 2 3

3 3

2 5 2 1 5
4 1 4 1lim lim

x x

x x x x x
x x→−∞ →−∞

− + − +
= =

− −
 

           0
04

05002
)1(4

)5()1()2(

)14(

)512(

3

32

3

32

limlim

limlimlim

lim

lim
=

−
×+−×

=
−

+−
=

−

+−

−∞→−∞→

−∞→−∞→−∞→

−∞→

−∞→

x

xxx

x

xxx

xx

xxx

x

x 
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 ٧٦

(iii)        
                                                      

222 52

43

52

43
limlim

xx

x

x

x
xx −

+
=

−

+

+∞→+∞→
 

2xx: مي توان نوشت، x<0چون ( = ( 

      
2

3
052

043

)1(52

)4(3

)52(

)43(

52

)43(

222 lim

lim

lim

lim

lim

lim
=

×−

×+
=

−

+
=

−

+
=

−

+
=

+∞→

+∞→

+∞→

+∞→

+∞→

+∞→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x 

                    و 
)(52

43

52

43
222 limlim

xx

x

x

x
xx −−

+
=

−

+

−∞→−∞→
 

2xx مي توان نوشت،x>0چون ( −=( 

       
)52(

)4(3

)52(

)43(

22 lim

lim

lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

−−

+
=

−−

+
=

−∞→

−∞→

−∞→

−∞→ 

 است و بالاخره پاسخ را مساويx→∞+بقيه مراحل مشابه حالت
2

3
 . به دست مي آوريم−

 : تعريف
),( بر بازهfفرض كنيم تابع   ) الف +∞aگوييم.  تعريف شده باشد+∞=

+∞→
)(lim xf

x
در صورتي كه به ازاي . 

01هر >M02د عددي مانن >M2 وجود داشته باشد به طوري كه اگرMx )(1 آنگاه،< Mxf >. 
),(  بر بازهf فرض كنيم تابع) ب +∞aگوييم.  تعريف شده باشد−∞=

+∞→
)(lim xf

x
در صورتي كه به ازاي . 

01هر >M02 عددي مانند >M2 وجود داشته باشد به طوري كه اگرMx )(1 آنگاه،< Mxf −<. 
),( بر بازه  fفرض كنيم تابع    ) ج a−∞   گوييم ، تعريف شده باشد +∞=

−∞→
)(lim xf

x
ر صورتي كه بـه ازاي       د 

01هر >M02 عددي مانند >M2اگر  وجود داشته باشد به طوري كهMx )(1 آنگاه،> Mxf >. 
),( بر بازه  fفرض كنيم تابع    ) د a−∞   مگويي.  تعريف شده باشد−∞=

−∞→
)(lim xf

x
در صورتي كه بـه ازاي      . 

01هر >M02 عددي مانند >M2 وجود داشته باشد به طوري كه اگرMx )(1 آنگاه،>− Mxf −<. 
 

=∞+  فرض كنيم:٢٢قضيه
+∞→

)(lim xf
x

Lxg و 
x

=
+∞→

)(lim، 0 كه در آن≠L .در اين صورت: 
=∞+:  آنگاه،L<0اگر) الف

+∞→
)()(lim xfxg

x
. 

=∞−: ه آنگا،L>0اگر )  ب
+∞→

)()(lim xfxg
x

. 
 

 :اثبات
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 ٧٧

MxgxfMxMM    بايستي نشان دهيم كه) الف >⇒′>∋>′∃>∀ )()(00. 

lim)(0چون >=
+∞→

Lxg
x
0 پس به ازاي   ،

2
>=

Lε   01 عـددي ماننـد >M     وجـود دارد بـه طـوري كـه 

1Mxاگر  آنگاه،<
2

)( LLxg  اما. −>

        
2

3)(
22

)(
22

)( LxgLLLxgLLLxg <<⇔<−<
−

⇔<− 
=∞+چون

+∞→
)(lim xf

x
LMN)2( پس به ازاي، 01 عددي مانند= >Nوجود دارد به طوري كه  

1Nx اگر )()2( آنگاه ،< LMxf >. 
ــيم  ــرض كن ــون ف }اكن }11 ,max NMM Mx و ′= ــم ،<′ ــال داري ــين ح ــس در ع )(2 پ Lxg   و  <

)2()( LMxf ]ابراين به دست مي آوريم بن.< ] 2.)2()()( LLMxgxf >. 
  به دست آورديم به طوري كهM′<0عددي مانندM<0براي هرخلاصه 

Mxاگر  Mxgxf  آنگاه،<′ >)()(. 
 .كنيداست و آن را به عنوان تمرين ثابت ) الف(  مشابه قسمت )ب
 

=∞−         با استفاده از تعريف حد نشان دهيد كه:٤٦مثال
−

+∞→ x
x

x

22
lim. 

   بايستي نشان دهيم كه:حل

M
x
xMxMM −<

−
⇒′>∋>′∃>∀

2200 

Mxاما داريم
x

M
x
x

−<−⇔−<
− 22 2

 

Mx پس،M′≤2اگر از ابتدا فرض كنيم كه     xx و لذا x<2 نتيجه مي دهد كه <′
x

−<− قـرار  . 12
Mxمي دهيم 11 كه معادل است با1−>− +>⇔>− MxMx. 

}اگر }2,1max +=′ MMاختيار شود از Mx  نتيجه مي گيريم كه <′
22. x M

x
−

< − 
 

cxfو كافي براي آنكه  شرط لازم :٢٣قضيه
x

=
+∞→

)(limآن است كه  

     cff ==
++ →→

)1()( limlim
0

*

0 ξ
ξ

ξξ
) )1()(*

ξ
ξ ff  ) . تعريف مي شود=

cxf شرط لازم و كافي براي آنكه،به طريق مشابه
x

=
−∞→

)(limآن است كه  

      cff ==
−− →→

)1()( limlim
0

*

0 ξ
ξ

ξξ
. 
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 ٧٨

  در اين صورت مي خواهيم نشان ،c≠∞±فرض كنيم.  را بررسي مي كنيمx→∞+حالت  :اثبات

cffدهيم كه ==
++ →→

)1()( limlim
0

*

0 ξ
ξ

ξξ
. 

ε يعني 
ξ

δξδε <−⇒<<∋>∃>∀ cf )1(000. 

cxfچون
x

=
+∞→

)(lim، 0 پس براي>ε0دلخواه عددي مانند>M به طوري كه اگر وجود داردMx >، 
−>εآنگاه cxf )(. 

  اما مي توان نوشت
               εε <−⇔<− cxfcxf ))/1/(1()( 

و با استفاده از متغير جديد ( 
x
1

=ξ( 

        εξε
ξ

<−⇔<−⇔ cfcf )()1( * 

حال اگر
M
1

=δ بينيم كه گرفته شود ميδξ <<⇔<<⇔> 0110
Mx

Mx 

εو بنابراين
ξ

δξ <−⇒<< cf )1(0. 

=∞+ مي خواهيم نشان دهيم كهc=∞+اگر
+→

)1(lim
0 ξξ

f،   يعني  

 MfM >⇒<<∋>∃>∀ )1(000
ξ

δξδ 

=∞+اما چون 
+∞→

)(lim xf
x
 وجـود دارد بـه طـوري كـه          M′<0 دلخواه عددي مانند   M<0 پس براي  ،

Mxاگر Mxf آنگاه ،<′ >)(. 

با گرفتن
M
1

=δو تغيير متغير 
x
1

=ξبه دست مي آوريم كه    Mf >⇒<< )1(0
ξ

δξ 

=∞+يعني 
+→

)1(lim
0 ξξ

f. 

حكـم بـرعكس هريـك      .را مي توان به روشي مشابه اثبات كرد       x→∞−و  c=∞−اقيماندهحالت هاي ب  
 . ولي به ترتيب عكس آنچه گفته شداثبات نمود،ازحالات فوق را مي توان با بيان مراحل استدلال

 

)11(  مطلوب است محاسبه :٤٧مثال 22lim +−−−+
+∞→

xxxx
x

. 

  داريم٢٣اده از قضيهبا استف :حل
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 ٧٩

          2 2( 1 1)lim
x

x x x x
→+∞

+ − − − + 

                                   2 2
0

1 1 1 1( 1 1)lim
ξ ξ ξ ξ ξ+→

= + − − − + 

)0 0

2 2 2 2( 1 1 )( 1 1 )1 2 2( 1 1 )
2 2( 1 1

lim lim
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ +→ →

+ − − − + + − + − +
+ − − − +

+ − + − +
= = =

2 2

2 20

2
0

2 2 2 20

0

(1 ) (1 )lim
( 1 1

lim (2 2 )2 2 2lim 1.
2( 1 1 ) lim ( 1 1 )

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+

+

+

+

→

→

→

→

+ − − − +

+ − + − +

−−
= = = =

+ − + − + + − + − +

 

 

01 اگـر  (i)  :٤٨مثال  
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

 n ، باشـد  n يـك چندجملـه اي درجـه         −
lim)( مطلوب است محاسبه،na≠0عددي صحيح و نامنفي و xf

x ±∞→
. 

(ii)01 اگر
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

01  و −
1

1 ...)( bxbxbxbxg m
m

m
m ++++= −

− 

مطلوب است محاسبه  ، باشندm و nدو چندجمله اي به ترتيب از درجه هاي 
)(
)(

lim xg
xf

x ±∞→
. 

 

)()...(             داريم(i) :حل 01
1

1limlim axaxaxaxf n
n

n
n

xx
++++= −

−
±∞→±∞→

 

       n
n

x
nn

n
n

n

x
xa

x
a

x
a

x
aax limlim )...( 0

1
11

±∞→
−

−

±∞→
=++++= 

 بنابراين. ه سمت صفر ميل مي كنندزيرا در پرانتز از جمله دوم به بعد همگي ب
n

n
xx

xaxf limlim )(
±∞→±∞→

= 
nو براي 

n
x

xalim
±∞→

 ت در نظر مي گيريم دو حال

 در اين صورت. na<0  :حالت اول





∞±

∞+
=

±∞→ وباشدفردnاگر
باشدزوجnاگر

xa n
n

x

,
lim 

 در اين صورت. na>0  :حالت دوم

        




∞±

∞−
=

±∞→ وباشدفردnاگر
باشدزوجnاگر

xa n
n

x

,
lim 

 بيشترين درجـه را      كافي است حد جمله با     ،x→∞±حد يك چندجمله اي وقتي     براي تعيين    ،بنابراين
 . تعيين كنيمx→∞±وقتي
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 ٨٠

(ii) داريم          

01
1

1

01
1

1

...
...

)(
)(

limlim bxbxbxb
axaxaxa

xg
xf

m
m

m
m

n
n

n
n

xx ++++

++++
=

−
−

−
−

±∞→±∞→
 

          m
m

n
n

x
mm

mmm

nn
n

n
n

x xb
xa

x
b

x
b

x
b

bx

x
a

x
a

x
a

ax
limlim

)...(

)...(

0
1

11

0
1

11

±∞→
−

−

−
−

±∞→
=

++++

++++
= 

 .حالات زير را در نظر مي گيريم
mn  :حالت اول hmn داريم ، <  پس،عددي طبيعي استh كه در ان=+

h

m

n

x
m

m

n
n

x
x

b
a

xb
xa

limlim
±∞→±∞→

= 

كه برحسب علامت  
m

n

b
a،       و زوج يا فرد بودن h  مانند قسمت   ( خواهد شد    ∞− يا ∞+ مقدار آن(i)   بحـث 

 ).كنيد

mn  :حالت دوم  پس ، =
n

n
n

n

n
n

x
m

m

n
n

x b
a

xb
xa

xb
xa

==
±∞→±∞→

limlim   

mn  :حالت سوم hnm مي نويسيم ، >   پس، عددي طبيعي استh كه در آن =+

0.lim lim lim
n n

n n n
m n h h

x x xm m m

a x a x a
b x b x b x+

→±∞ →±∞ →±∞
= = = 

 
 
 

 e  عدد ١٠ . ٢
}   دنباله }nu  1)1  را که در آن ) ,n

nu n N
n

= +  .در نظر می گيريم ∋
 

}دنباله  :٢٤قضيه  }nu وقتی n →   . است3 و 2 دارای حدی بين ∞
 

 داريمبنا بر فرمول نيوتن   .اثبات 
1 1 ( 1) 1 2(1 ) 1 . .( ) ...

1 1.2
( 1)( 2)...[ ( 1)] 1.( )

1.2.

n n nnun n n n
n n n n n n

n n

−
= + = + + +

− − − −
+



 

  بدست می آوريم(1)با انجام اعمال جبری در 

)١( 
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 ٨١

1 1 1
(1 ) 1 1 (1 ) ...

1.2

1 1 2 1
(1 )(1 )...(1 )

1.2.

nun n n
n

n n n n

= + = + + − +

−
+ − − −



 

}از آخرين تساوی نتيجه می شود که دنباله  }nu در حقيقت وقتی. صعودی است n1  بهn تبديل  +
 ،شود، هر جمله در آخرين حاصلجمع افزايش می يابد

1 1 1 1
(1 ) (1 )

1.2 1.2 1n n
− < −

+
 

 ). تمامی جملات حاصلجمع مثبت هستند( و به علاوه يک  جمله هم به حاصلجمع اضافه می گردد
 بنابراين داريم

,1u u n Nn n< ∀ ∈+ 
}اکنون نشان می دهيم که دنباله  }nuبا توجه به .  کراندار است 

1 2 1(1 )(1 ) 1, (1 ) 1
n n n

− − < − < 
 بدست می آوريم که ) ٢(از 

1 1 1(1 ) 1 1 ... .
1.2 1.2.

n
nu

n n
= + < + + + +


 

 و بعلاوه با توجه به 

2 3 1

1 1 1 1 1 1, , ,
1.2.3 2 1.2.3.4 2 1.2. . 2nn −< < <


 

 :می توانيم نامساوی زير را بنويسيم

2 1

1 1 11(1 ) 1 [1 ... ].
2 2 2n

nun n −= + =< + + + + + 
 

1 شده در طرف راست اين نامساوی تشکيل يک تصاعدهندسی با قدر نسبت   گردآوری جملات
2

q =  
1a داده و جمله اول   ، لذا=

2 1

1 1 1 1(1 ) 1 [1 ... ]
2 2 2

n
n nu

n −= + < + + + + + 

                           1

11 ( ) 121 1 1 [2 ( ) ] 3.11 21
2

n
n

na aq
q

−
−−

= + = + = + − <
− −

 

  بدست می آوريمnتيجه به ازای هر در ن

)٢( 

 و الی آخر،

 و الی آخر،
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 ٨٢

1(1 ) 3.n
nu

n
= + < 

  نتيجه می شود که همواره (2)از 
1(1 ) 2.n

nu
n

= + ≥ 
 بنا براين نامساوی 

2 3nu≤ ≤ 
}ن نشان می دهد که دنباله اي. را داريم }nuکراندار است . 

}پس دنباله  }nu يک دنباله کراندار و صعودی است و لذا، مطابق آنچه در فصل مربوط به دنباله ها ديده 
 .ی شود نمايش داده مeاين حد با حرف . ايم ، دارای حد است

 

1)1حد : تعريف  )n
nu

n
= n وقتی + →  : استe عدد ∞

1lim(1 )n

n
e

n→∞
= + 

2اما بسادگی ديده می شود که  3e≤  . و بنا بر اين قضيه ثابت شده است≥
      

در ادامه کار، روشی را ارائه می دهيم که می .  عددی اصم استeی ثابت می شود که      در آناليز رياض
  رقم اعشار عبارت است از 10مقدار آن تا .  را با هر درجه ای از تقريب محاسبه نمائيمeتوانيم 

2.7182818284...e = 
 

1)1تابع   : ٢٥قضيه )x

x
  به سمت بينهايت ميل کند،x ميل می کند هرگاه e به سمت حد +

1lim(1 ) .x

x
e

x→∞
+ = 

1)1 نشان داديم که . اثبات )n e
n

+ n  هرگاه → →  مقادير صحيح و مثبت را n، که در آن ∞
 هم مقادير کسری و هم x به سمت بينهايت ميل کند، وقتی که xاکنون فرض کنيم . اختيار می کند

 .مقادير منفی را اختيار نمايد
xکنيم فرض )١( →  هر يک از مقادير آن بين دو عدد صحيح و مثبت قرار دارد،. ∞+

1.n x n≤ < + 
 :نامساوی های زير بر قرار خواهند بود

)٣( 

* 
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 ٨٣

1 1 1
1n x n

≥ >
+ 

1 1 11 1 1
1n x n

+ ≥ + > +
+ 

11 1 1(1 ) (1 ) (1 )
1

n x n

n x n
++ > + > +

+
 

xاگر  → n ، بديهی است که ∞+ → حال حدود متغير هائی را پيدا می کنيم که بين آنها متغير . ∞+
1(1 )x

x
 : قرار دارد+

11 1 1 1 1lim (1 ) lim (1 ) (1 ) lim (1 ) . lim (1 ) .1n n n

n n n n
e e

n n n n n
+

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
+ = + + = + + = = 

 

          
1 11 1(1 ) lim (1 )1 1 1lim (1 ) lim 1 11 1(1 ) lim (1 )
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 اريملذا ، با استفاده مناسب از قضيه فشردگی ، د

                                            1lim (1 )x

x
e

x→+∞
+ = 

xفرض کنيم )٢( → )تغيير متغير . ∞− 1)t x= − ) يا + 1)x t= − tوقتی .  می دهيم+ → +∞ 
xديده می شود که  →  می توانيم بنويسيم.  و بالعکس∞−

1 11 1lim (1 ) lim (1 ) lim ( )
1 1

x t t

x t t

t
x t t

− − − −

→−∞ →+∞ →+∞
+ = − =

+ +
 

                           1 11 1lim ( ) lim (1 )t t

t t

t
t t

+ +

→+∞ →+∞

+
= = + 

                            1 1lim (1 ) (1 ) .1t

t
e e

t t→+∞
= + + = = 

 .بنابراين قضيه ثابت شده است

1قرار دهيم      اگر در
x

α= آنگاه x → 0α معادل است با ∞ 0αولی  ( →  و بدست می آوريم) ≠
1

0
lim(1 ) .eα
α

α
→

+ = 

 : حدود زير را بدست آوريد :٤٩مثال 

)i     (71lim(1 ) x

x x→∞
+)        ii  (33lim( )

1
x

x

x
x

+

→∞

+
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i                                   (7 (:حل  7 7 71 1 1lim(1 ) lim[(1 ) ] [lim(1 ) ]x x x

x x x
e

x x x→∞ →∞ →∞
+ = + = + =  

)ii                                           (3 3 33 1 4 4lim( ) lim( ) lim(1 )
1 1 1

x x x

x x x

x x
x x x

+ + +

→∞ →∞ →∞

+ − +
= = +

− − −
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−

→∞ →∞
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 نقش بسيار مهمی را در رياضيات ، مکانيک و ساير رشته های مهندسی ايفا xe تابع نمائی :تبصره 
 .می نمايد

xyدر زير گراف های توابع  e= 1)1 و )xy
x

=  . نشان داده شده است+
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٩ . ٢شکل
 

 : فرمولهای زير برقرار هستند: ٢٦قضيه 

)i   (
0

log (1 )lim loga
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x e
x→

+
=، 

)ii         (
0

1lim log
x

ex

a a
x→

−
=، 

)iii           (
1
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1

r

x

x r
x→

−
=

−
. 
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loga، از اين مطلب استفاده می کنيم که تابع ) i(برای اثبات . اثبات xه  در نقطx e= پيوسته 
 بنابراين . است

1/

0 0 0

log (1 ) 1lim lim log (1 ) lim log (1 ) xa
a ax x x

x x x
x x→ → →

+
= + = + 

                                         1/

0
log lim(1 ) log .x

a ax
x e

→
= + = 

 ، می نويسيم) ii(برای اثبات 
log (1 )ax y= +    ،     1xa y= +   ،  1xy a= − 

0yو توجه می کنيم که  0x هرگاه →  نتيجه می شود که . →

0 0

1 1lim lim log .
log (1 ) log

x

ex x
a a

a y a
x y e→ →

−
= = =

+
 

 ، توجه می کنيم که ) iii(بالاخره ، برای اثبات 
log log log (1 )1 1 1. .

1 log 1

ar xr y
a a

a

r x r tx a a
x r x x y t

+− − −
= =

− −
 

logayکه در آن  r x=  1 وt x= 1x هردو به صفر ميل می کنند هرگاه − لذا با استفاده از . →
)i( و)ii( ، 

1 0 0

log (1 )1 1lim lim .lim
1

r y
a

x y t

tx a
x y t→ → →

+− −
=

−
 

                                                          log .log log .e a er a e r e r= = = 

1tرا با قرار دادن ) iii( فرمول :تبصره x=  :  به شکل زير می توان نوشت−

0

(1 ) 1lim .
r

t

t r
t→

+ −
= 
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